VERSO L’ESAME

Problemi

2x+3 — 4
a. Determina il dominio della funzione.
b. Studia il segno della funzione e rappresenta nel
piano cartesiano le regioni cui appartiene il suo gra-
fico. Specifica quali sono gli eventuali zeri della fun-
zione.

¢. Deduci qual € il dominio della funzione
y=Vf®).

d. Determina 'espressione analitica y = g(x) della
funzione simmetrica di quella data rispetto alla ret-
ta di equazione y = —1.

e. Stabilisci se il grafico della funzione data e quello
della sua simmetrica rispetto alla retta di equazione
y = —1 hanno punti di intersezione e, in caso affer-
mativo, calcola le coordinate di tali punti.

&P Considerala funzioney = f(x) =

&> Considera la funzione y = f(x) = [4 — 27¥|.
a. Traccia il grafico della funzione, specificando il
dominio, l'immagine e l’equazione dell’asintoto
orizzontale.
b. Discuti, al variare di k, il numero delle soluzioni
dell’equazione [4 — 27*| = k.
¢. Determina a e b, in modo che il grafico della fun-
zione y = g(x) = 2**% + b intersechi gli assi cartesia-
ni negli stessi punti del grafico di y = f(x).
d. Traccia il grafico di y = g(x), specificando il do-
minio, I'immagine e l'equazione dell’asintoto oriz-
zontale e risolvi graficamente la disequazione:
f(x) > g(x).
e. Determina l'espressione analitica e traccia il gra-

f(x)

fico della funzione y ===, specificandone il do-
1! \ &)
minio e I'immagine.

M Quesiti

@D Una delle seguenti espressioni non ¢ definita in
R. Individua quale, dandone esauriente spiegazione.
Akt 3/ 2) 7P ¢ WZ-1)"2

b. (V2)'-V2 d. (VZ)?!
@D Risolvi la disequazione: e (% — ez@) >0.
@ Determina per quali valori di a la funzione di
equazione y = |a + 2| & strettamente crescente.

@ Determina il dominio della funzione:
_ V100 —x2
g,y
@D Senza utilizzare la calcolatrice, poni in ordine

crescente i seguenti numeri, dando esauriente spiega-
zione del procedimento seguito:

O (V1% (0127 @v2)™ (01 3%
@ Risolvi il sistema:
2*.47 =1
8y =

@D Determina per quali a € R la funzione di equazio-

: 3 ¢ definita in tutto R.

ney=—————
=

@D Determina il dominio della funzione:
1

R w7

Y

& Risolvi la disequazione:
3\ %5 ad\F 25
(T) +(?) 5 )
@ Date le funzioni f(x) = e* e g(x) = |x — 1|, deter-

mina l'espressione analitica e traccia i grafici delle fun-
zionifogegof.

Le soluzioni sono in fondo al volume
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| VERSO L’ESAME

M Problemi

@P Considera la funzione y = xlog, i _: : s

a. Determina il suo dominio.

b. Studia il segno della funzione e determina le
coordinate degli eventuali punti di intersezione con
gli assi.

c. Stabilisci se si tratta di una funzione pari o dispa-
Ti.

d. Determina le coordinate del punto di intersezio-
ne del suo grafico con la bisettrice del secondo e del
quarto quadrante.

e. Stabilisci se la funzione data & uguale a quella di
equazione y = xlog,(x — 2) — xlog, (x + 2), giustifi-
cando la risposta.

@& Considera le funzioni:

=2 g(x)=|log, x|

a. Traccia il grafico di ciascuna delle due funzioni,
specificandone in particolare dominio e immagine.
b. Stabilisci graficamente il numero delle soluzioni
dell’equazione f(x) = g(x) e un intervallo al quale
appartengono le soluzioni.

c. Stabilisci quale delle due funzioni € invertibile;
determina l'espressione analitica e il grafico dell'in-
versa.

d. Determina l'espressione analitica di gof e trac-
ciane il grafico.

e. Determina I'espressione analitica di f o g e trac-
ciane il grafico.

e T Y S VR

@D Risolvi la disequazione log ; (x* — 4x) < —5.
i ¢

@» Determina il dominio della funzione:

Ve —1++v1-Inx
e ST

@ Dimostra che log; 6 ¢ irrazionale.

@ Determina il valore dell’espressione:
(log, 3)(log, 3) " + log, V2
log, 28 — (logz 7)(log; A

@D Studia, al variare del parametro k, il dominio del-
: 1

la funzione y = =T

@ Senza utilizzare la calcolatrice, ordina in senso

crescente i seguenti numeri, dando esauriente spiega-
zione:

In7; log,2x—log,2; log.e; In %
@) Utilizzando opportune trasformazioni geometri-
che deduci, a partire dal grafico di y = log, x, il grafico
della funzione y =1 +log, 712- Specifica il dominio,
gli zeri e 'immagine di quest’ultima funzione.
& Risolvi 'equazione:

log, (x +4) +logy (x + 3) = log,(x +10) — 2
& Determina @ e b in modo che la funzione
y =log, (%x 2 a) + b abbia come asintoto verticale

la retta di equazione x = —2 e come zero x = 6. Traccia
il grafico della funzione corrispondente a questi valori
diageb.

@ La crescita della popolazione di una citta segue
una legge esponenziale. Sapendo che la popolazione
raddoppia in 18 mesi e che la popolazione attuale ¢
di 100 000 abitanti, quale sara la popolazione tra
due anni?

Le soluzioni sono in fondo al volume
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VERSO L’ESAME

Problemi
&P Considera la funzione f(x) = —2sin (x - %)
a. Determina il suo periodo e tracciane il grafico
nell'intervallo [—, 7.

b. Traccia il grafico della funzione y = |f(x)|. Stabili-
sci se si tratta di una funzione periodica e, in caso
affermativo, determina il periodo.

c. Traccia il grafico della funzione y = f(|x|). Stabi-
lisci se si tratta di una funzione periodica e, in caso
affermativo, determina il periodo.

d. Data la funzione g(x) = atan (bx) +¢, con b > 0,
determina a, b e ¢ in modo che abbia lo stesso perio-
- do della funzione f e passi per i punti di ascissa 0 e

% appartenenti al grafico di f. Traccia il grafico del-

la funzione g corrispondente ai valori di a, b e c tro-
vati nell'intervallo (-, 7).

e. Stabilisci se la funzione g € invertibile nell’inter-
vallo (—m, m). In caso affermativo, determina I'e-
spressione analitica della funzione inversa e traccia-
ne il grafico.

@&» Considera la famiglia di parabole di equazione:
y=x*—2xsina+1-2cos’acona € [0, 27
a. Traccia il grafico della parabola +; della famiglia
che corrisponde al valore a = %
b. Traccia il grafico della parabola v, della famiglia

. ™
che corrisponde al valore a = o

c. Verifica che le due parabole v, e 42 sono simme-
triche rispetto all’asse y e calcola I’area della regione
finita di piano limitata dai loro grafici e dall’asse x.
d. Determina l’espressione analitica della funzione
f(a) = AB, essendo A e B i punti di intersezione di
una parabola della famiglia con l’asse x, e tracciane
il grafico nell’intervallo [0, 27].

e. Determina l'equazione del luogo descritto dai
vertici delle parabole della famiglia al variare di o
nell’intervallo [0, 27].

M Quesiti

@&» Dopo aver definito che cosa si intende come fun-
zione periodica, determina il periodo delle seguenti
funzioni:

a. y = |cos x|

b.y= sinx+sin%

c. y=tan (%x)

@ Verifica la seguente identita:
2cos?a—1
(:,70 = cos a(cot a — tan a)

sin o

@ Data la parabola di equazione y = 4 — x?, siano A

e B i suoi punti di intersezione con l'asse x(x4 < xp).

Sia P un punto appartenente all’arco AB della parabo-

la. Verifica che tan PAB + tan PBA ¢é costante al varia-

re di P.

@ Fornisci 'esempio di una funzione che soddisfi le
seguenti caratteristiche:
a. sia periodica, di periodo uguale a 4;
b. sia dispari;
c. abbia come immagine l'intervallo [-3, 3].
—COSX ,

e 1 g 1
@D Traccia il grafico della funzione y = iy

un intervallo di lunghezza uguale al suo periodo. Spe-
cifica il dominio e 'immagine della funzione.

@ Calcola i valori delle seguenti espressioni:

: 1
a. sin (arccos 7)

b. arcsin (sin —21T—>
3
c. cos (arctan (2\/2))

@ Siano « e 3 due angoli di un triangolo, tali che

sina = %e sing = % Supponi che uno dei due ango-

li sia ottuso; che cosa puoi affermare?

a. necessariamente o € acuto e 3 & ottuso

b. necessariamente « € ottuso e 3 € acuto

c. ¢ possibile sia che « sia acuto e j sia ottuso, sia

che « sia ottuso e /3 sia acuto

d. non & possibile che uno dei due angoli sia ottuso
Individua l'affermazione corretta, dandone esauriente
spiegazione.
@ Determina la misura sia in radianti, sia in gradi
primi e secondi, degli angoli interni a un ettagono re-
golare.

@ Determina il valore dell’espressione
sin? 40° + cos? 140°

illustrando il procedimento seguito.

& Considera la funzione f(x) = % e sia
a = arcsin % Calcola:
a. f(a) b.f(r+a) c f(2r+a)

Le soluzioni sono in fondo al volume
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VERSO L’ESAME

M Problemi @ Verifica la seguente identitd, dopo averne indiv
A TOMACIIN 5 gli zeri dell fetiacaiai 8u P!
@ Considerala funzione: duato le condizioni di esistenza:
: ' ;
y:f(x):sinx—\/gcosx_l 1n|sma=7]n 1—C0520|—1ﬂ\/§

a. Scrivi 'equazione della funzione nella forma
y = Asin (x + ¢) + B e tracciane il grafico.

b. Determina gli zeri della funzione.

c. Determina le coordinate dei punti di intersezione
tra il grafico della funzione e la retta di equazione

@ Risolvi 'equazione 4tnx — 2tanx-1 _ ptanx _ %

@» Determina per quale valore di t € R 'equazion
sin? x + tsin xcos x = 2 ammette tra le sue soluzion

™ z 1 ree ol .
D= /2 =3, X=7 Determina quindi tutte le soluzioni dell’eq
d. Considera la funzione y = g(x) = sin x — mcos 2x zione in corrispondenza di questo valore di t. 3
e determina m in modo che il suo grafico passi per il : e 1 3
punto del grafico di f di ascissa = SRl ey msinx —2x’ Una's

6
e. In corrispondenza del valore di m trovato al pun-

to precedente determina le coordinate di tutti i
punti di intersezione tra il grafico di f e il grafico di a. R c. R— {i l}

dei seguenti insiemi rappresenta il suo dominio. In¢
vidua quale, motivando adeguatamente la risposta.
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g nell’intervallo [0, 27]. 2
us
&> Considera la famiglia di curve di equazione: bR 40 4. B {0’ 17} :
y=x2sin’a — 2xcos?a — 1 - @ Definisci che cos’é un’equazione lineare in sen
a. Determina i punti P e Q(yp < yq) per cui passano e coseno ed esponi i metodi che conosci per risolverl
tutte le curve della famiglia. Fornisci I'esempio:
b. Determina per quali valori di o le curve della fa- a. di un’equazione lineare in seno e coseno priva ¢
miglia sono parabole. soluzioni;
Supposta verificata la condizione del punto b, risolvi i b. di un’equazione linegre in seno e coseno che h
seguenti quesiti. tra le sue soluzioni x = T"
c. Verifica che tutte le parabole della famiglia inter- ps e g ;
secano 'asse x in due punti distinti, che chiamiamo €D Traccia i grafici delle due funzioni y = —2cos
A e B (x4 < x), di cui devi determinare le coordina- | ¢, _ 2jn x nell’intervallo [0, 47] e determina le coe
te. dinate dei loro punti di intersezione. :
d. Determina per quali valori di « I'area del quadri- ; 3 ;
latero APBQ ¢é uguale a 4+/3 e scrivi I'equazione del- @D Data la circonferenza di equazione
la parabola della famiglia che si ottiene in corri- 22 +y% —2(sin®a—cosa — 1)x+
spondenza di questi valori di a. —2(sina—cosa)y—1=0

e. Scrivi l'equazione cartesiana del luogo descritto

dai vertici delle parabole della famiglia. seterriing P gyl Ta oH, O

a. ha il centro sull’asse x

M Quesiti ol ; b. ha il centro sull’asse y
@ Determina per quali valori di k la funzione & Una retta passante per l'origine forma con 1'as
1 delle ascisse un angolo la cui misura ¢ il doppio de
y = —————— ha come dominio R.

S xshoosx — & soluzione, appartenente all’intervallo [O, % , dell

&@» Determina il dominio e gli zeri della funzione

quazione 7 — 3 cos®x — 8sinx = 0. Scrivi l'equazic

_ cos2x—2sinx—1 della retta.

sin 2x — 2sin x

Le soluzioni sono in fondo al volt



SO L’ESAME

pblemi

onsidera le funzioni
) = 32 —2cos?>x —sinx e g(x) =2sinx+1

Determina il dominio di f e di g.
Determina gli zeridif edig.

Determina il dominio della funzione y = _g g; .
Determina il dominio e gli zeri della funzione

8(x)
Determina per quali valori di x risulta
{x) > g(x)

Considera le due equazioni:
§: X% +)% —2xsina—2ycosa—8=0

2: X2 +y? — 6xsina — 2y cos a — 3 cosa+

L5sin’a = 0

Verifica che per ogni a € R esse rappresentano

elle circonferenze, di cui devi trovare centro e rag-
0.

). Determina l'equazione cartesiana e la rappresen-
azione grafica del luogo descritto, al variare di «,
al centro di v;.

Determina I’equazione cartesiana e la rappresen-
azione grafica del luogo descritto, al variare di o,
dal centro di ;.

Determina per quali valori di a le due circonfe-

e 1 € 2 sono secanti.

Determina per quali valori di « l’asse radicale del-

\ 5 - . 13
le due circonferenze ¢ la retta di equazione x = 7

Scrivi le equazioni delle due circonferenze aventi
il centro sull’asse x che soddisfano la condizione
espressa al punto precedente e determina la misura
della corda che hanno in comune.

I Quesiti

Determina per quali valori di « l’equazione
— 4xcos a + 1 = 0 non ha soluzioni reali.
Determina il dominio e gli zeri della funzione

y=2 2tan®x-2tanx _

Risolvi la disequazione log, (25'"“#7 + 4) S

@ Siaa > 0ea # 1. Determina, al variare di g, il do-
mino della funzione

y = /log, (sin x — cos x)
@D Esponi i metodi che conosci per risolvere una di-

sequazione del tipo sin x > m, con m € R. Fornisci I'e-
sempio di una disequazione di questa forma:

a. che sia priva di soluzioni;
b. che abbia come insieme delle soluzioni
™
R {_ 2k }
3 + 2KT
c. che abbia come insieme delle soluzioni R.
& Discuti, al variare di k, il sistema:
cos?x — ksinx =0
Gl SXS 4
2EITS16
@) Data la circonferenza di equazione
X2 4+y? -2 (2sina—-1)x—2xcosa—-1=0

determina per quali valori di a € [0, 27] il centro ap-
partiene al terzo quadrante.

@D Determina k in modo che il dominio della fun-
zione:
o 1
Y= Cos2x —Kkcosx + 2k
sia R.

& Risolvi la disequazione sinx—+v3cosx>1 in
due modi diversi:
a. utilizzando il grafico della funzione
y=sinx—+v3cosx—1;
b. confrontando i grafici delle funzioni

y=sinx—1 e y=+3cosx.

& Una sola tra le seguenti funzioni ha come do-
minio R. Individua quale, dandone esauriente spie-
gazione.

a. y = vVcosx —x2
b. y = Vcos x — cos?x
c. y=cosx+x2

d. y = Vcos x + cos?x

Le soluzioni sono in fondo al volume
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5O L’ESAME

oblemi

un triangolo ABC (non degenere) risulta:
2, CAB = % e ABC = x

adica con M il punto medio di BC e determina
pressione analitica della funzione y = AM

Scrivi 1'equazione della funzione ottenuta nella
ma y = Asin (2x+¢) + B e tracciane il grafico
Iintervallo [0, 27], mettendone in evidenza il
tto relativo al problema.

Determina per quali valori di x la mediana AM
a3+ V2.

Determina per quale valore di x la misura della
»«diana AM € massima.

onsidera il triangolo che si ottiene in corrispon-
:nza del valore di x per cui AM ha lunghezza mas-
1a e, riferito il triangolo a un opportuno sistema
riferimento cartesiano ortogonale, determina le
dinate dei vertici del triangolo e l'equazione
lla circonferenza circoscritta.

In un triangolo ABC (non degenere) & BC = 4,
J — x e tan ABC = 2; traccia le altezze AH e CK rela-
rispettivamente a BC e ad AB e risolvi i seguenti
iti.

. Determina 'espressione analitica della funzione
AH + v/5CK
AC
ttenuta, mettendone in evidenza il tratto relativo

| problema.

. Determina per quale valore di x si ottiene il mas-
imo valore di y.

. Discuti, al variare di k, l'esistenza e il numero dei
valori di x per cui risulta:

+V5CK _,

<< =

4. Verifica che AB + AC = 4/5 se e solo se il trian-
olo ABC é isoscele sulla base BC.

e. Nelle ipotesi di cui al punto precedente, riferisci
triangolo a un opportuno sistema di riferimento
cartesiano ortogonale e scrivi I’equazione dell’ellisse
passante per A e avente fuochiin Be C.

e traccia il grafico della funzione

Quesiti

In un triangolo ABC, isoscele sulla base AC, é
— BC = I. Posto ABC = 2x, determina x in modo
e la somma delle aree dei quadrati costruiti sulle al-

7
ize del triangolo sia 712' Determina inoltre i peri-

iri dei triangoli che soddisfano questa condizione.

&> In un triangolo ABC si ha
ABC == %eAéB =~ = arcsin %
Sapendo che l'area del triangolo & 424?, determina le
misure dei lati.
& Dimostra che la misura dell’altezza di un triango-
lo relativa al lato di misura a & M
sin o
«, 3 e~ i tre angoli del triangolo opposti rispettiva-
mente ai lati di misuraa, bec.
@ Indichiamo con a, b e ¢ le misure dei lati di un
triangolo e con a, /3 e v le misure degli angoli opposti,
rispettivamente, a tali lati. In solo uno tra i seguenti
quattro casi esiste un triangolo non degenere che sod-
disfa le condizioni date. Individualo, dandone esau-
riente spiegazione, e risolvi il corrispondente triangolo.
a.a=2b=6ec=10 c.a=5b=6ec=11
b.a=3,b=5ea=41° d.a=4b=2ea=45°
@D Esponi tutte le formule che conosci per il calcolo
dell’area di un triangolo. In ciascuno dei seguenti casi,
calcola 'area del triangolo, utilizzando la formula che
ritieni pit opportuna:
a. un triangolo isoscele ABC sulla base AB, in cui AB
=12cme AC =BC =10 cm;
b. un triangolo ABC in cui AB = 10 cm, BC = 6 cm

e cos ABC = — %;
c. un triangolo i cui lati sono lunghi 7 cm, 8 cm e
9 cm.

&> In una semicirconferenza di diametro AB, centro
O e raggio r, considera due corde AD e BC, tali che:

, essendo

AD=reBC= % Determina la misura della corda CD.

@» Considera una semicirconferenza di diametro
AB = 2r. Determina, assumendo come incognita un
angolo, il triangolo ABC inscritto nella semicirconfe-
renza avente perimetro massimo.

&I Considera un triangolo (non degenere) ABC in
cui AB =2a, ABC=2x e BAC= —;L Determina per

quali valori di x il raggio della circonferenza inscritta
nel triangolo & maggiore o uguale a “_‘3/_1_

&P In un trapezio rettangolo ABCD, di base maggio-
re AB, la diagonale AC misura a ed ¢ perpendicolare al

lato obliquo BC. Determina I’angolo BAC in modo che
risulti 4B + CD = - BC.

& Considera un triangolo equilatero ABC, inscritto
in una circonferenza di raggio r. Considera un punto

P sul minore dei due archi AC e dimostra, utilizzando i
teoremi di trigonometria, che PB = PA + PC.

Le soluzioni sono in fondo al volume
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VERSO L’ESAME

W Problemi i e 2E[3] .
&P Una piramide triangolare regolare ha base di lato 6a. Il volume della piramide & 18a*V/3.

a. Verifica che I'altezza della piramide é congruente al lato di base.

b. Calcola I'area della superficie totale della piramide.

c. Determina a quale distanza dal vertice della piramide va condotto un piano parallelo alla base, in modo che
tale piano divida la piramide in due parti equivalenti.

d. Determina a quale distanza dal vertice della piramide va condotto un piano parallelo alla base, in modo che
il prisma avente come basi la sezione della piramide con il piano e la sua proiezione ortogonale sulla base della
piramide stessa abbia superficie totale di area massima.

e. Determina il raggio della sfera circoscritta alla piramide.

@ Considera il parallelepipedo rettangolo in figura.
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Si sa che lo spigolo BC & % di AB, che lo spigolo BF & % di BC e che le diagonali misurano Sav/2.

a. Verifica che le misure degli spigoli del parallelepipedo sono 3a, 4a e Sa.
b. Dimostra che le diagonali AG e BH sono perpendicolari.

c. Detto M il punto medio dello spigolo EF e condotto il piano BCM, determina la natura della sezione &
parallelepipedo con il piano e l’area di tale sezione.

d. Determina il volume dei due solidi in cui il parallelepipedo viene diviso da tale piano BCM.

e. Determina la distanza del punto G dal piano BCM.

f. Determina I’area della superficie e il volume della sfera circoscritta al parallelepipedo.

W Quesiti — & s e
@ Due recipienti hanno 1'uno la forma di un cilindro equilatero e I'altro la forma di una sfera di raggio r. Il &
chio di base del cilindro é congruente al raggio della sfera. Il recipiente di forma sferica & pieno d’acqua, men
quello di forma cilindrica & vuoto. Tutta I'acqua contenuta nel recipiente di forma sferica viene versata nel
piente vuoto a forma cilindrica; quale altezza raggiunge I'acqua?

& Un cono, la cui altezza % del diametro di base, ha volume 87a*. Determina il volume della piramide ¢

1

drangolare regolare inscritta nel cono.
@ Fornisci I'esempio di tre diversi solidi di rotazione il cui volume & 367 cm?.

&> Una piramide retta a base quadrata ha tutti gli spigoli di lunghezza 1 cm. Determina il volume e I'area ¢
superficie totale della piramide.

&P Considera un triangolo acutangolo ABC. Sia V; il volume de solido che si ottiene da una rotazione com:
del triangolo intorno ad AB e V; il volume del solido che si ottiene dalla rotazione completa del triangolo int:
alla retta parallela ad AB e passante per C. Dimostra che il rapporto tra V; e V; € costante, qualsiasi siano le m:
dei lati del triangolo ABC.

e o A A Bk 50 AR ST . 3 T e R APt B



Nella figura qui sotto ABC & un triangolo equilatero il cui lato € lungo 6 cm; i triangoli ADB, BEC e AFC sono
ssceli e i lati obliqui sono lunghi 8 cm. Considera la piramide che ha come sviluppo tale figura; stabilisci se e re-
e e calcola il suo volume.

» Considera un parallelepipedo retto, di base ABCD. Considera i due piani perpendicolari alla base ABCD e con-
1enti, rispettivamente, la diagonale AC e la diagonale BD. Questi due piani dividono il parallelepipedo in quat-
o prismi di base triangolare. Dimostra che questi quattro prismi sono equivalenti.

D Determina il rapporto tra il volume del cilindro equilatero inscritto in una sfera di raggio r e il volume della
era stessa.

¢

Una piramide quadrangolare regolare ha come base il quadrato ABCD e vertice V. La faccia BVC forma con
base un angolo di 45°. Sapendo che il volume della piramide ¢ 36 cm?, calcola 'area della superficie totale del-
piramide.

Un cono ha apotema di misura 10a e raggio di base di misura 6a. La sezione del cono con un piano parallelo
a sua base ha area 97a%. Qual & il volume del tronco di cono che ha come basi la sezione del cono con il piano e
 base stessa del cono?

Le soluzioni sono in fondo al volume

o
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VERSO L’ESAME

B Problemi

@& Considera il cubo i cui spigoli hanno lunghezza 1
rappresentato in figura.
Riferisci la figura a un sistema di assi cartesiani ortogo-
nali in cui 'origine coincide con il punto A e i versori
degli assi x, y, z sono rispettivamente i vettori E, AD
e AE.
Siano I, /, K rispettivamente i punti medi dei segmenti
BC, BF e HF.
a. Determina le coordinate dei punti [, J, K.
b. Scrivi I'equazione del piano IJK.
c. Determina la distanza
del centro del cubo dal
piano IJK.
d. Scrivi l'equazione
della superficie sferica
circoscritta al cubo.
e. Determina il rag-
gio della circonferen-
za che si ottiene dalla
sezione della sfera
con il piano /K.
@&» Considera il parallelepipedo rettangolo in figura,
in cui gli spigoli AB e AE misurano 1, mentre lo spigo-
lo AD misura 2. Il punto I € il punto medio di AD.
Senza riferire la figura a un sistema di assi cartesiani, ri-
spondi ai seguenti quesiti.
a. Determina il volume del tetraedro che ha come
base FGH e come vertice I.
b. Dimostra che il triangolo FIH ¢ rettangolo in I e
calcolane I'area.
c. Determina la distanza del vertice G dal piano FIH.

£

Riferisci ora la figura a un sistema di assi cartesiani or-
togonali in cui l'origine coincide con il punto A e i ver-
s_o_1;i d_egli assi x, y, z sono rispettivamente i vettori AB,
Al', AE e rispondi ai seguenti ulteriori quesiti.

d. Scrivi le equazioni delle rette FI e HI e ritrova per

via analitica che il triangolo FIH é rettangolo.

e. Scrivi I'equazione del piano FIH.

f. Determina analiticamente la distanza del punto

G dal piano FIH, ritrovando il risultato determinato

nel punto c.

g. Determina le coordinate del punto K, intersezio-
ne del piano FIH con la retta AG.

h. Scrivi I'equazione della superficie sferica v che ha
centro in G e passa per K.

i. Determina centro e raggio della circonferenza
che risulta dall'intersezione della superficie sferica 4
con il piano FIH.

W Quesiti ... :
@D Verifica che il triangolo ABC di vertici
A(4, -1, —1), B(0, 3, —1) e C(0, —1, 0) ¢ isoscele e de-
termina le coordinate del piede dell’altezza del trian-
golo relativa alla base.

@D Scrivi I'equazione della retta passante per i due
punti A(3, 0, 1) e B(-1, 2, 4):

a. in forma parametrica; b. in forma cartesiana.

@ Scrivi 'equazione del piano passante per
P(-1, 2, 3) e perpendicolare alla retta di equazioni pa:
rametriche:

x=1-2t

y=-1+t

z=2+3t

@ Determina per quale valore di k i due piani ¢
equazionex -2y +z—-3=0
e (k—1)x+ky — 3z — 1 = 0 sono perpendicolari.

X=20
@D Stabilisci se la retta di equazioni { y =3t -1
z=t+2

incidente, parallela o appartenente al piano di equ

zionex—y+z=3.

@ Scrivi I'equazione della retta passante per il pu

to P(—1, 2, 3) e parallela alla retta che costituisce 1'is

tersezione dei due piani di equazione x — 2y +z = -

ex—z=2.

@D Scrivi 'equazione della superficie sferica di cel

tro C(—1, 2, 3), passante per P(1, 2, 4).

@D Stabilisci se il piano di equazione

X—y+2z+4=0 é tangente alla superficie sferica

equazione ¥* + y2 + 22 — 2x + 2y — 10 = 0.

x =1

Y=
x=2=0 S s 2=

2 { 43— Sono incidenti, parallele o sghembe.

@D Stabilisci se le due rette di equazioni

& Vero o falso?
a. il piano passante per A(2, 3, —1) e §
parallelo al piano xz ha equazione y = 3 v
b. i piani di equazionex=1ey = —3si '
intersecano lungo una retta parallela all’asse y (¥
c. il punto P(1, 0, 1) appartiene alla sfera di
centro l'origine e raggio 2 [
d. i due piani di equazioni
2x-3y~-z-1=0 e 4x+3y-z-5=0
sono perpendicolari

Le soluzioni sono in fondo al v
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VERSO L’ESAME

M Problemi SR G ;
&P Considera I'insieme A dei numeri naturali aventi cinque cifre; determina:
a. la cardinalita dell'insieme A;
b. il numero degli elementi di A costituiti da cifre tutte distinte;
¢. il numero degli elementi di A che hanno almeno due cifre uguali;
d. il numero degli elementi di A costituiti da cifre distinte, che non contengono né la cifra 5 né la cifra 6.

@& Si vogliono scegliere S persone da un gruppo di 8 donne e 6 uomini, per costruire un comitato rappresentati-
vo di una associazione. Determina:
a. in quanti modi € possibile costituire la delegazione;
b. in quanti modi & possibile costituire la delegazione, se si vuole che sia costituita unicamente da donne;
c. in quanti modi é possibile costituire la delegazione, se si vuole che i suoi membri siano costituiti da persone
dello stesso sesso;
d. in quanti modi € possibile costituire la delegazione, se si vuole che contenga almeno un uomo e almeno una
donna.

M Quesiti 4
@&D» Vero o falso? c. D74 =28 [v] [l
100
A% 12 1Z
(59) =10 ol o alihimli) am
8!
b. 57 =2! v (7] e. 6!:3!=>5! v [#

R ) = 2N F S =T
A Rlsolwlequazxone3(n_4) &5 (n_3).

@& Ci sono dieci ambasciatori senza sede e tre posti da coprire: Citta del Vaticano, Parigi e Vienna. In quanti mo-
di possibili i tre ambasciatori possono essere assegnati?

@ Un professore di storia non chiede le date degli eventi, ma & molto severo nella richiesta dell’ordine cronolo-
gico: per ogni domanda elenca cinque fatti e chiede che essi siano ordinati cronologicamente. Quante sono le ri-
sposte possibili per ogni domanda?
@&» Quanti numeri di 6 cifre e possibile costruire, aventi cifre tutte diverse da zero e multiple di 3? i

&> L'insegnante di matematica vuole interrogare tre studenti, tra cui Paolo. Se la classe ¢ di 24 alunni, quanti so-
no i possibili gruppi di interrogati?

@D Una password é costituita da cinque caratteri, ciascuno dei quali puo essere una delle 21 lettere dell’alfab
italiano oppure una delle cifre da 0 (incluso) a 9 (incluso). Quante password diverse si possono formare che ini
no con una vocale e terminano con un numero dispari, aventi caratteri tutti distinti?
& Ogni colonna della schedina del Totocalcio € costituita da 13 caselle, ciascuna delle quali deve essere riempitz
con uno dei tre simboli 1, 2 0 X. In quanti modi diversi si pu6 riempire una colonna con sei segni 1, quattro segt
X e tre segni 2? !
& Un magazzino di una casa editrice ha in giacenza 10 titoli di libri (il numero di copie di ciascuno ¢ piu ¢k
sufficiente a far fronte a qualunque richiesta). In quanti modi possibili quel magazzino puo ricevere un ordine
15 volumi?

&P Un ristorante offre 5 primi, 7 secondi e 10 tipi di vino. Per un matrimonio si richiedono un tris di primi, 2
condi e 2 vini. L'antipasto ¢ a buffet e come dessert ¢’¢ la torta nuziale. In quanti modi diversi si puo predisporre
menu? ;

Le soluzioni sono in fondo al vol



VERSO L’ESAME

W Problemi " 20
&P Un dado cubico regolare ha una faccia bianca, due facce nere e tre facce rosse. Si lancia il dado consecutivamen-
te per due volte e, in ciascuno dei due lanci, si prende nota del colore della faccia ottenuta. Calcola la probabilita:

a. che le due facce ottenute siano entrambe nere;

b. che le due facce ottenute siano entrambe bianche o entrambe nere;

c. che le due facce ottenute abbiano lo stesso colore;

d. che le due facce ottenute abbiano colori differenti;

e. che le due facce ottenute siano entrambe bianche, sapendo che hanno lo stesso colore.

@&» Un’urna contiene 20 palline bianche e 10 palline nere. Si estrae a caso una pallina dall’urna, quindi:

- sela pallina estratta € bianca, si rimette la pallina nell’'urna e se ne aggiungono altre n bianche;
- se la pallina estratta € nera, si rimette la pallina estratta nell’urna e se ne aggiungono altre n nere.

Si estrae quindi una seconda pallina dall'urna.
a. Calcola la probabilita che sia la prima sia la seconda pallina estratta siano bianche.
b. Calcola la probabilita che la seconda pallina estratta sia bianca.
c. La seconda pallina estratta € bianca. Qual ¢ la probabilita che anche la prima pallina estratta sia bianca?
d. Qual ¢ la probabilita che le due palline estratte siano di colori differenti?
e. Qual & il minimo valore di 1 per cui la probabilita di estrarre due palline di colori differenti ¢ inferiore al 10%?

M Quesiti

@& Ho in tasca un mazzo con 10 chiavi, fra cui quel- @&» Da un mazzo di 40 carte si tolgono 1'Asso di fiori,

la di casa, indistinguibili 1'una dall’altra. Prendo a caso
una chiave; qual é la probabilita che non sia quella di
casa?

il 7 di quadri, il Re di picche e tutti i 2. Successivamente
si estrae una carta. Calcola la probabilita che questa sia:

a. un Re;
&@» Qual ¢ la probabilita che un numero naturale di b. un Asso; ;
due cifre preso a caso abbia la cifra delle decine doppia c. una carta di fiori;
di quella delle unita? d. una figura.

@ Supponiamo che l'ordine con cui sei congressisti devono prendere la parola sia stabilito per sorteggio e che
ciascuno prenda la parola una e una sola volta. Qual ¢ la probabilita che tale ordine coincida con quello alfabetico
crescente (dalla A alla Z)?

@D Un sacchetto contiene 2 palline blu, 4 rosa e 3 nere. Si estrae una pallina. Qual ¢ la probabilita che essa sia
blu o nera?

@ Un sacchetto contiene 2 palline blu, 4 rosa e 3 nere. Si estrae una pallina, la si rimette nell’urna e si esegue an-
cora un’estrazione. Qual é la probabilita che la prima pallina estratta sia blu o la seconda estratta sia nera?

& Un'urna contiene 20 palline, di cui 4 rosse, 10 blu e 6 verdi. Si estraggono simultaneamente 5 palline dall’ur-
na. Qual ¢ la probabilita che tra le palline estratte non ce ne sia nessuna rossa?
& Una ditta ha due fornitori di componenti per personal computer. Il 40% dei componenti viene acquistato
dal fornitore A e il restante 60% dal fornitore B. In base alle passate esperienze, si stima che 1'8% dei componenti
acquistati dal fornitore A e il 6% dei componenti acquistati dal fornitore B sono difettosi.

a. Scelto a caso un componente, qual € la probabilita che sia difettoso?

b. Avendo constatato che il componente scelto ¢ difettoso, qual € la probabilita che provenga dal fornitore A?

& Si lancia un dado regolare per 3 volte. Stabilisci qual € la probabilita:
a. che esca 6 almeno una volta;
b. che esca 6 al massimo una volta.

&P Si lancia un dado regolare a sei facce. Stabilisci se i due eventi A: «esce un numero dispari» e B: «esce un nu-
mero maggiore o uguale a 3» sono indipendenti.

Le soluzioni sono in fondo al volume
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FUNZIONI ED EQUAZIONI ESPONENZIALI

M Verso l'esame

1.a.R-{0,2};b.y>0perx<0v2<x<3;y=0perx=3;y<OperO<x<2vx>3;c.x<0v2<x<3;
2:43_4:

dy=g(x)=-2- T Ty U Non hanno punti di intersezione, perché I'equazione f(x) = g(x) non ha soluzioni.

2. a. Vedila fig. a; Dominio = R, Immagine = (0, +c); b. due soluzioni per 0 < k < 4, una soluzione perk =0Vvk > 4;
¢.a=2,b=—1;d. vedila fig. b; Dominio = R, Inmagine = (-1, + oc); la disequazione & soddisfatta per x < 0;

) _f wadcly ®rc=2,
e.lapressloneanallticadelhhmdoney-x(—x)sipuémrenellﬂoma-r— 2% sex> -2

Dominio =R — {-2}, Immagine = (-0, —4)U(0,4) 3. Non é definita I'espressione a perché le potenze con esponente
irrazionale sono definite solo per basi positive, mentre 1 - v2 <0. 4.x>6 5.a<-3va>-1 6.-10<x<10Ax#9
7.00,1)* < (0,12 < (0, 1) < (V7™ < (2v2)*" < 3% &(%-%) 9.a<-2va>2
10.-1<x<1Ax#aconac(0,1) TLx<-1vx>21 12.(fog)(x)=e*e(gof)(x) = |e* - 1|; vedilefigg.c, d

b

y :
i 2ldrstali B A B @ ! ! T e

FUNZION, EQUAZIONI E DISEQUAZIONI LOGARITMICHE

m Verso l'esame

1. a. Dominio = (~o0, ~2) U (2, + oc); b. f < 0 per ogni x € D, il grafico non interseca gli assi cartesiani in alcun punto;
c. funzione pari; d. (6, — 6); e. le funzioni non sono uguali, perché non hanno lo stesso dominio.

2.a.D; =R; Ir =R"; Dy = R*, I, = R{; vedi 1a fig. a; b. una soluzione, appartenente all'intervallo (0, 1); ¢. y = 1 +1og; x,
il suo grafico é il simmetrico di y = 2*~! rispetto alla bisettrice del primo e del terzo quadrante; d. (g o f)(x) = |x — 1], vedi

% seD<x<1
lafig. b; e. (f o g)(x) = 1 , vedilafig. c.

— >
2“ sex>1

y=ET=2log 14

3.x<-4vx>8 4.0<x<econx# 1.

s.Seperassurdofosselog,6=%,oonpeqnumerinamralldlversldazeroepﬂnuﬁ-aloro,alloradovrebbems’v' =6
e quindi 5 = 67, ossia 57 = 29. 39. Ci0 € assurdo, per l'unicita della scomposizione in fattori primi garantita dal teorema
fondamentale dellaritmetica. 6.5 7.Sek <0, allora D = R; sek > 0, allora D = R - {—;—lnk}.

l.ln%-<log,e<log,2x-log,2<lmr 9.y = 1 - 2log, |x|; dominio = R - {0); immagine = R; zeri: £v/2.

Vedilafig.d. 10. -2 1l.a=1Ab= -2 12, Circa 251984
e ——— TR T



ANGOLI E FUNZIONI GONIOMETRICHE

M Verso 'esame

1. a. Vedila fig. a; la funzione ¢ periodica di periodo 2x; b. vedi la fig. b; la funzione € periodica di periodo =; ¢. poiché il
grafico della funzione f € simmetrico rispetto all’asse y, il grafico di y = f(|x|) coincide con quello della funzione f: si trat-

ta percio ancora di una funzione periodica di periodo 2m; d.a = -2, b = -%-, ¢ = 2, vedi la fig. ¢; e. la funzione g é inverti-

bile nell'intervallo (—=, =) e la sua inversa ¢ la funzione g ' (x) = 2arctan (1 - %) vedila fig. d.

a
xs—:ré'-‘ ]A §x=.‘f y“

: : o w S Sy ""'"'""i """"""" };5{
: \ TS I
‘ Ol Is\] & K= (o} X
- 2%+
R 4 G R i g e s TR
H E 2

g X
y= ZtTn(z)+2

2. a. 7 é la parabola di equazione y = x* —2x+ 1; b. 1; € la parabola di equazioney:xz+2x+l; C. Area =£:

d. f(a) = 2|cosa|, vedi la seguente figura; e. il vertice ha coordinate (sina, sin®a ~ 1), quindi le equazioni parame-
Xx=sina
y=sin’a
teniamo l'equazione y = x* — 1: il luogo descritto & 'arco di questa parabola per cui ~1 <x <1 (il luogo non &
tutta la parabola poiché al variare di o € [0.25] i valori assunti da x =sina sono soltanto quelli appartenenti al-
I'intervallo [-1, 1]).

triche del luogo sono { _qronae [0, 2=); sostituendo x al posto di sin a nella seconda equazione ot-

f(t)=]2cosd]

3. a.Periodo = m; b. periodo = 4x; ¢. periodo = 2.
1 - 2 sin® x

4. Puoi verificare per esempio che ciascuno dei due membri € uguale a O 3




5. Sia P(x, 4 —x*) un punto appartenente all'arco AB di parabola. Ri-
cordando il significato goniometrico del coefficiente angolare di una
retta, abbiamo che la tangente di PAB é il coefficiente angolare della ret-
ta PA, mentre la tangente di PBA & 'opposto del coefficiente angolare di
PB (perché?). Ne deduciamo che:

tan PAB + tan PBA = myp — mygp = (2= x) = (—x = 2) = 4

6. Peresempio, y = 3sin (—;-x)

ssavessscsnsnschosncsnnsens
srescsscssnsscheccerecnass
ssssevssnsssshocncnnannnes

7. Vedila figura qui a fianco; dominio = R - {—g- + kx}: @) X
immagine = (-0, =2 U [0, +o¢) :
/3 { {loxs U1k /‘\ : [
ey Nhnd oo 3x
8. a. 2,b.3,c.3 3 i

9. La risposta corretta & la prima: a & acuto e j & ottuso. Ovviamente I'ultima risposta ¢ falsa. Per scartare la seconda (e

quindi anche la terza) si pud ragionare in vari modi; ne proponiamo due: .
a. senza calcolatrice: se o fosse ottuso e 7 acuto, allora i due angoli a e 180° — 3 sarebbero entrambi ottusi; poiché nel

secondo quadrante il seno & decrescente, dalla relazione sina < sin(180° - ) seguirebbe che a > 180" -3, ossia
14
= -8in 7=4/8

o + > 1807, il che ¢ assurdo (perché la somma di due angoli di un triangolo ¢ sempre minore di 180°).
b. con la calcolatrice: se o fosse ottuso e ;7 acuto, aviemmo:

a=n—amln-i—:~.- l3l4l°e$=arcsin-;—=53,l3’
quindi sarebbe o + 3 > 180", il che & assurdo.

10. 57' , 128° 34’ 17" (arrotondando il numero che esprime i secondi a meno dell’unita).

11. Osserva che cos (140°) = cos (180° — 40°) = —cos (40°), dunque sin® 40° + cos? 140° = sin® 40" + cos* 40° = 1.

3 3 3
12.8. 551 . — 561 € 35

EQUAZIONI GONIOMETRICHE



m Verso |'esame

1. a.y=2$ln(x—-;—)-l,vaﬂlaﬂ31maﬂnmr, ,“ y=sinx—V3cosx-1
x = {
= — EE s
b.x=3 +2kn V=g + 2km; (—6-",1)
7n 13= . / | ‘ _.
<. (-1'—2’4'2*‘"’, \/E—l)e(v'f'zkf, \/5"1), ‘\ l' o

comse N2 NN

E ot e

2. a.P(0, -1),Q(-2, 3);b.a #km; . (

cos? a £ Vcos' a + sin’ a

sin® a

¢. I'equazione cartesiana del luogo si pud ricavare eliminando il parametro a tra le equazioni del sistema:

x 1
,0),d.o-:tz-+kt,y=—2-xz—x—l.

cos® a
= ascissa del vertic
{’r sinfa ALE S
y=x*sin®a - 2xcos?a - 1 +—— equazione della parabola
ossia:
g 1-sin’a
W Slnza
y=a¥sin® a - 2x(1 - sin*a) - 1
Perellmlnarellparamcuoabastaﬂmaredallapdnueqnazionesinzoinfunzlonedlxesosutuuenelhseconda;siot-

tiene cosi che l'equazione cartesiana del luogo € y = — x—f—'- — 1. Di questa curva la parte che rappresenta il luogo dei
vertici delle parabole & quella per x > 0 (osserva infatti che al variare di o I'ascissa del vertice assume tutti e soli i valori

reali non negativi).

3. Bisogna determinare k in modo che I'equazione sin x + cos x - k = 0 non abbia soluzioni reali. Posto sinx =Y ¢

cos x = X, il problema equivale a determinare k in modo che il sistema {;f:‘ﬁ t-_; 0 on abbia soluzioni reali. Ci si

verifica perk < —vVZVvk > v2.

4. Dominlo=l!—{kx};aerl:x=-%+2k’r.

5. Le condizioni di esistenza sono a # kr. L'identita si pud provare operando le seguenti trasformazioni sul secondo
membro (ricorda le proprieta dei logaritmi):

—cos2nl=|

1 b 1 Tyl
—2—ln|l — €05 2a| —ln\/i——ilnl 3 —z-lnsln a=In|sinal

6. kir,—;-+kt 7.t=3; %—+k:,arctan2+kr



8. La funzione ¢ definita purché sia tslnx—zuéo,omiaslnx#%.'l‘mdandolgraﬂddly=slnxey=£:-.osset-

vando che la retta passa per i punti della sinusoide di ascisse 42 si vede che la condizione & verificata perx#0e
xX# :tlzr-. La risposta esatta quindi € la d.

9. Vedi la parte di teoria. Due esempi possono essere: sin x — cos x — 2 = 0 (priva di soluzioni) e sinx - cosx+1=0
consoluzlonex=—321).

10. Vedi i grafici nella figura qui a fianco.

Si trova che A(:,O);B(—731, ﬁ):C(Bu’, 0);D($, - \/i).
n T

l‘l.l.o=T+kﬂ';b.a=E+krVo = xw+ 2kx

12. Le soluzioni dell'equazione sono arcsin%+2kx e

# — arcsin %-r 2k=. La soluzione appartenente all'inter-

vallo [0, -;—] & o = arcsin % Pertanto I'equazione della retta & y = x tan 2a, ossia y = 4xV/5.
DISEQUAZIONI GONIOMETRICHE

M Verso l'esame

1. a.pouﬂn:odlf:%»,zhgngsl»,zk:v”zk:gxs2r+zkn,dommiodix:n;

b.zeﬂdlf:x:%+2knvx=-‘%’--»kavx=1r+2kqvx=2n+2h;zeridlg:x=7—:+anv.v=—1;—,:+2kx;

5%

3 +2krv:+2kw5x52x+2kt,conx;£7%+2kx/\g¢l—?+2km

b3
c.—6-+2kr$x5

d.domlnlo:%+2kzr<x<i6"-+2krrv:t+2kx<x<161+2kwv%l+2k:<x<2x+2kt,

aeri:x=%+2krvx=:+ansln %+Zkrvx=21r-arcsm 1—l4+zka;

x 1 1
» = — ——— < - e
e x 2+2hv:+arcsln l4+2k7rsx_2: arcsin l4-v-.".lm

2. a.C(sina, cosa)ern =3;C3(3sina, cosa)er; =2;b. X2 +)? = l;c.-%z-«t-y2 =1

n Sx = 1lx
d.?+2kvr<o<7+2k1rv —z—+2k1r<n<T+2kl:

e.a=%+2k!r Va=arsln%+2kr\/a=w—arcsln%-o-ka;f.mtauadellacorda:%\ﬁ

3. -g-+2kx<a<-§31+2kwv331+2h<a<%+2kx

4. Dominio = —%+kr<xskrrv%ﬁ-kxsx<-g-+kr;zui:x=—%+krv:z=arctan2+kw

3. 2k7r<x<l’+2k7r

6. Sea> l:%+2kwsx51r+2k1r;se0<a< l:-}+2kr<x_<_lzr-+2kxv:+2h5x<%+2k1r.

7. Vedi il Paragrafo 1; gli esempi possono essere:a.sinx > 2;b.sinx > 1; e.sinx = ~1

8. lsoluzloneperkgOsz% 9.5%<a<12’:



10. Occorre determinare i valori di k per cui I'equazione cos2x—kcosx+ 2k =0 ¢ priva di soluzioni. Ponendo

Y=2Xx2-1
cos x = X, si trova che cid equivale a determinare k in modo che il sistema { Y = kX — 2k non abbia soluzioni. I valori di
k cercati sono: k < ~1Vk > 8 - /56. -IsXs1

B
2
12. Confrontando i grafici di y = cos x e y = x* si vede che la funzione a ¢ definita in un intervallo del tipo [-a, a] con
0 < a < 1; imponendo che i radicandi delle le funzioni b ¢ d siano maggiori o uguali a zero, si trova che tali funzioni so-
no definite a condizione che cos x > 0. Per esclusione si pu6 dedurre che la risposta esatta ¢ dunque la c. Cio si puo pro-

vare anche direttamente, confrontando i grafici di y = cos x e y = —x?: si vede cosi che la disequazione cos x > —x* ¢ sod-
disfatta per ogni x € R.

i 8 +2kr§x$%+2kr

TRIGONOMETRIA

M Verso I'esame

1. a.y=4sin®x+4sinxcosx + 1; b. y = 2v2sin (Zx-%) + 3; il tratto relativo al problema & quello per0<x<3—:;
& S AR

24 24"
C(1,0), risulta x® + y* ~ 2y — 1 = 0.

d. massimo per x = —%r-; e. in un sistema di riferimento rispetto a cui A(0, v2+1), B(-1,0),

2. a.y=2\/fsln(x+—:—); il tratto relativo al problema ¢ quello per 0 < x < = — arctan 2; b. il massimo valore di y ¢
2v/2 ed € assunto per x =%; c. due soluzioniper2 < k < 2v2 (perk = 22 le due soluzioni coincidono) e una soluzione

per 2:“/5- <k <2 e in un sistema di riferimento rispetto a cui A(0,4), B(-2,0) e C(2,0), I'equazione dell’ellisse &
8
E + ﬁ =],

5 x= % V X = arccos \/%_; nel primo caso si ottiene un triangolo di perimetro (2 + V3)1, nel secondo un triangolo di

perimetro (2 - g) I

4. 14a;6aV2; 10a
1 2 3 asin 3 ., _ @singsiny
iabslnv,polcheperiltcoremadeiscnib—m,éanche.A-———— 2Iﬂ..l,a

tesi segue ora dal fatto che la misura h dell‘altezza richiesta ¢ data dalla formula h = %.

5. L'area A del triangolo € uguale a

6. Nei casi a e ¢ non esiste alcun triangolo che soddisfa le condizioni richieste perché non ¢ soddisfatta la disuguaglian-

za triangolare; nel caso b, applicando il teorema dei seni si avrebbe sin 3 = %sln 41°, ma -;-sln 41° > 1, quindi anche

questo caso ¢ da escludere; solo nel caso d esiste un triangolo che soddisfa le condizioni richieste; si trova che
4 = arcsin gzzo.mn: 135° - arcsin ?:114.30'ec=\/§+w/ﬁ=5.16.



7. Conosci almeno tre formule: la formula nota dalla geometria euclidea, la formula vista nel Paragrafo 2 di questa Uni-
ta e la formula di Erone;

a. 48 cm? (conviene utilizzare la formula classica della geometria euclidea);

b. 24 cm? (conviene utilizzare la formula trigonometrica);

¢. 12v/5 cm? (conviene utilizzare la formula di Erone).

8. Posto AOD = 2a e BOC = 23, si ricava che la misura di CD & 2r cos (a + 3); determinando le funzioni goniometriche
r
di a e 7 (ricorda il teorema della corda) e applicando la formula di addizione si ricava che CD = —4—(3\/5 =1).

9. Ponendo ABC=x, con 0<x< Z, si ricava che il perimetro del triangolo & espresso della formula
2r(1 + sin x + oS x) ossia 2r[l + V2sin (x - -E—)] 1l massimo € raggiunto quando sin (x - -:?) = 1, cioé per x = % Se ne

deduce che il triangolo inscritto di perimetro massimo ¢ quello isoscele.

® L1
10.;5x<§

+COS X = 1tan x; il problema ha una sola soluzione, x = -;—-

11. Ponendo BAC = y, sl giunge all’equazione ST 3

12.Ponendo PAC=x, con 0<x< %, e applicando il teorema della corda si ricava che PB = 2rsin (x +%),
PA = 2rsin (%-x) e PC = 2rsinx.

Per provare la tesi, basta quindi provare la semplice identita: sin (x B —;—) = sin (% - x) +sinx.

MISURE DI SUPERFICI E VOLUMI

m Verso l'esame

1. a.Siverifica che I'altezza ha misura 6a, da cui la tesi; b. 9(v/3 + 39)a%; c. 3aV/4; d. -i6T(6 +V3)a; e. 4a.

2. a. Mediante il teorema di Pitagora si ricava che BG = Sa. Si osserva quindi che AB = BG, ovvero il triangolo ABG & iso-
scele sulla base AG. 11 punto O, intersezione delle due diagonali AG e BH, & il punto medio di queste ultime; pertanto BO
¢ la mediana relativa alla base AG del triangolo isoscele ABG, quindi € anche altezza. Essendo BO perpendicolare ad AG,

ne segue che le due diagonali AG e BH sono perpendicolari.

¢. La sezione del parallelepipedo con il piano ¢ il rettangolo che ha come vertici B, C, M e il punto medio N dello spigolo
HG (per dimostrare che la sezione € un rettangolo si pud provare anzitutto che la sezione € un parallelogramma, poi os-
servare che la retta BC é perpendicolare alla retta BM, quindi il parallelogramma ha un angolo retto ed € percio un rettan-

golo), l'area del rettangolo sezione & %a’ V89,

d. 11 parallelepipedo resta diviso in due prismi, uno di volume 15a* e uno di volume 45a°.
20ay/89
89
f. La sfera circoscritta al parallelepipedo ha centro nel centro del parallelepipedo, quindi il suo raggio ¢ uguale alla meta
della diagonale, percid misura %m/i, I'area della sfera circoscritta & 50xa?, il volume & % V2.

3. -;-r

4. Il cono ha altezza di misura 6a e raggio di base di misura 2a. Lo spigolo di base della piramide inscritta nel cono ha
misura uguale al lato di un quadrato inscritto nel cerchio di base del cono, mentre 'altezza della piramide coincide con
I'altezza del cono. Si trova cosi che lo spigolo di base della piramide misura 2av/2 e si deduce che il volume della piramide
& 16a’.

€.

5. Per esempio: un cilindro di raggio di base 3 cm e altezza 4 cm, un cono di raggio di base 3 cm e altezza 12 cm, una sfe-
ra di raggio 3 cm.

6. Volume = —?cm’, Area = (1 + V3)em?

7. Sia H il piede dell’altezza condotta da C ad AB. Ponendo AH =ay, HB = ay, CH = h e AB = a, si verifica che
L VL 2 LAY
v -?xhzae Va =-3-xhza. qulndlvz- =



8. Sia V il vertice della piramide e H il plede dell’altezza relativa alla base ABC. Poiché VA = VB = VC, | triangoli rettan-
goli VHA, VHB e VHC sono congruenti: in particolare ne segue che AH = BH 2 CH. Pertanto H deve essere il circocentro
del triangolo ABC. Ma il triangolo ABC € equilatero ¢ in un triangolo equilatero il circocentro e l'incentro coincidono:
dunque la piramide ¢ retta e quindi anche regolare (poiché la base & un poligono regolare).

VeD=E=F

Da quanto mostrato segue anche che H deve coinddere con il baricentro del triangolo, quindi la misura di AH é della
misura delle altezze del triangolo ABC: AH = f 2V/3. Applicando il teorema di Pitagora al triangolo rettangolo
AHV si ottiene VH = 2y/13, 1l volume della piramlde €639 cm®.

9. Un parallelogramma resta diviso dalle due diagonali in quattro triangoli, tutti tra loro equivalenti. Ne segue che le ba-
si dei quattro prismi sono equivalenti. Pertanto i quattro prismi, avendo le basi equivalenti e le altezze congruenti, han-
no lo stesso volume.,

3

10. Si ricava che il cilindro equilatero inscritto nella sfera ha raggio —5= e altezza rv2. 1l rapporto tra il volume del cilin-
dméquellodellasfené 3‘/.

11.36(1 + v2) cm?
12. 84xa’

GEOMETRIA ANALITICA NELLO SPAZIO

M Verso l'esame

1. ..1(1,%,0),1(1,0.%) x(%% )b.4x+2y+22 5-0;6.Y0id Ry 2 xmy-z= 0. V102

x=1-t [x=0
2. a%;b.area=-—‘g§;c.g;d. p=t A y=k+l;e.2x+y-z-1=0;
ze'l ot Lzak
R et | 10 > 5.4 .
g (3'? ?) h+y? +22 -2x-4dy - 21+-3——0icentrodlcoordinatc(j,?,i),ragglo—\/z

3. Siverifica che AC = BC = V17, mentre AB = 4V2. Il piede dell’altezza relativa alla base ¢ il punto medio di AB, quin-
di ha coordinate (2, 1, —1).

x=3-4t
4. a.Una possibile rappresentazione parametrica € per esempio: { y =2t  ;b. i B A
zZ=1+3t L el 3
x=-1+1
5. 2x-y—-3z+13=0 6. k= -4 7. Llarettaappartieneal pianodato, 8. { y=2+t
z=3+t

9. 4P+ 4+ 2x-4y-62+9=0

10. 11 piano e tangente alla superficie sferica perché il centro di quest‘ultima, ossia il punto di coordinate (1, 1, 0), ha
distanza dal piano uguale al raggio (cioé uguale a 2v/3).

11.Sghembe 12.V,F,F,V

CALCOLO COMBINATORIO

S N S—




m Verso I'esame

bl SRS TR 2204+m) 2 20+n WS 9
VoAb et 1 * 2360’ " 1S Swnt 300 ) " 104 45

4. | numeri naturali di due cifre con la cifra delle decine doppia di quella delle unita sono 21, 42, 63 e 84. Se ne deduce
che la probabilita richiesta € uguale a — 42

&
1 1 8 1
5. I.ﬁ.b —C. 33,d

6. Ci sono 6-5:4-3.2.1 =720 modi diversi in cui i congressisti possono prendere la parola, quindi la probabilita ri-
chiesta é ——.

20
7. 1due eventi «si estrac una pallina blu» e «si estrae una pallina nera» sono incompatibili, quindi la probabilita dell’e-
vento «si estrae una pallina blu o nera~ € uguale a: —:- + % = %

8. Sia A I'evento «la prima pallina estratta € blu» e B l'evento «la seconda pallina estratta & nera»; si verifica che

2 x, Jap & 2.3 2 2 1 2 13
p(A)=—9-,p(B)=.9-=—-p(AnB)———-- 27" Senededuoechep(AUB)— 3—37'— 37"

9
% 33

10.a. 6,8%; b. —1§7— ~ 47%
11.a. Conviene utilizzare il passaggio all’evento contrario: si deduce cosi che la probabilita richiesta & uguale a
S 9
e 216
b. Calcolare la probabilita dell’evento «esce 6 al massimo una volta » equivale a calcolare la probabilita dell’evento A U B,

essendo A l'evento «non esce mai 6» ¢ B l'evento «esce 6 esattamente una voltas . Poiché A e B sono incompatibili, dedu-
ciamo che la probabilita dell’evento A U B & uguale a

p(A)+p(B)=——+—6-,—-7

12. Risulta p(A) = —;—, p(B) = %e PANB) = —;— Poiché p(A N B) = p(A) - p(B), i due eventi A e B sono indipendenti.

CALCOLO DELLE PROBABILITA’

M Verso I'esame

1 oaictagande . 11 . ke 2(20 + n) 2, 20+n ey 9
b. d. ¢ 2. a. ,b. 30+n d.3(30+n),n—104 B.E

F e T T T e T 3(30+n)
4. | numeri naturali di due cifre con la cifra delle decine doppia di quella delle unita sono 21, 42, 63 e 84. Se ne deduce
che la probabilita richiesta € uguale a -3%-

1 1 8 1
s | it § R i ¥

| B

6. Cisono6-5:4.3-2.1= 720 modi diversi in cui i congressisti possono prendere la parola, quindi la probabilita ri-
1
chiesta é m.

7. 1due eventi «si estrae una pallina blu~ e «si estrae una pallina nera» sono incompatibili, quindi la probabilita dell’e-

vento «si estrae una pallina blu o nera» & uguale a: —g- + % g—



8. Sia A l'evento «la prima pallina estratta & blu» e B l'evento «la seconda pallina estratta & neras; si verifica che

2 3 aitck 2.3 2 an X Al 13
p(A)——q-.p(B)—-5—--3-,p(AnB)—ﬁ—-ﬁ.&nedcducechcp(/iuﬂ)—3+-3---2—7=—2-7-.
91
9. 323
10.2.6,8%; b. -~ 47%

11.a. Conviene utilizzare il passaggio all’evento contrario: si deduce cosi che la probabilita richiesta ¢ uguale a
5? 91
1= =216

b. Calcolare la probabilita dell’evento «esce 6 al massimo una volta » equivale a calcolare la probabilita dell'evento AU B,
essendo A I'evento «non esce mai 6» ¢ B I'evento «esce 6 esattamente una voltas . Poiché A e B sono incompatibili, dedu-
ciamo che la probabilita dell’evento A U B € uguale a

5% - 8.5% 25
plA) + p(B) =33—+—a— '—‘?7—

12. Risulta p(A) = —;—, p(B) = -‘;Le pPANB) = % Poiché p(A N B) = p(A) - p(B), 1 due eventi A e B sono indipendenti.



